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Mbi Perpetua nhé 1én cao hon mét bién mét nghin thuéc Annh, trén mét bién Oregon gé ghé,
nh@ing dot séng 16n cba Théi Binh Duong vé6 manh vao nhitng vinh da 1dm chédm bén duéi theo
nhirng nhip diéu hda nhuy mét chiéu dong hé dang hoat déng. Vuon minh 1&n khéng trung bén
trén dai duong xanh thdm, mii Perpetua that Ia déc nhdt vé nhi. Mt nguoi ding trén dinh mii dét
dé s& thay rd Trai Dt hinh tron. Dai duong ménh méng phia truéc ngudi quan sét hién 1&n mét
duong cong mém mai udn khum xuéng phia duéi theo moi huéng ma con mét c6 thé nhin thay.
Khi mét con thuyén gidng budm ra khoi, ngudi quan sat dudng nhu sé thdy né chim dén, chim
dén xudn dudi mdt cong cda Trdi Dét dé réi lic ndo dé s& bién hdn sau qué cdu xanh khéng 16.
N&u nhitng nguai Babylon, Ai Cép, hodic Hy Lap <& dai séng & b bién Oregon, c6 I8 lich s& Toén
hoc va khoa hoc chinh xdc da khéc hdn. Nhung nhiing nguai ¢8 dai nay khéng séng bén bo Thai
Binh Duong va khéng bao gi& nhin thdy hinh cong cda khéng gian ho dang séng. Ngudi Babylon,
va nhiing ngudi Assyria ho hang cda ho, sdng trén nhiing mién ddt bang phdng gitra céc con
song Tigris va Eupurates cda x& Babylon, va thé giéi cda ho bdng phdng. Tt hang ngan tdm bdng
dat sét ho dé lai, mo ta chi tigt moi vé sinh hoat trong x& hoi vao khodng 4000 ndm truéc CN.,
ching ta biét réing nguoi Babylon rét gidi tinh todn chinh xéc dién tich nhirng thia ruéng. Ho biét
céch lam thé ndo dé chia thira rudng tréng trot ma ho cé thanh nhitng hinh ch nhét, sao cho cé
thé tinh dién tich cia nhiing hinh chir nhat dé bang céch nhan hai canh véi nhau. Ho ciing biét
céch lam thé ndo dé tim ra dién tich cba nhirng thia rude tam gide vudng bdng cach chia dién tich
cda hinh chi nhét ngogi tiép lam hai. Ngudi Babylon va ngudi Assyria la nhiing chuyén gia trong
finh vyc hinh hoc phdng nay. Nguai Ai Cap cling rét phdt trién trong mén hinh hoc dung dé danh
ddu, chia bsi va tinh todn dién tich dét dai. Nhung ho cling séng trong mét mién dét béng phéng
va khéng bao gio thdy sy can thigt phdi tim higu mét bé mat khéng bang phdng. Ngay cé kim ty
thdp cing la mét téc phdm béc thdy cda hinh hoc bao gém nhiing duong théng trong khong gian
ba chiéu.

Trong thé ky thi 6 truéc CN., Pythagore va nhitng ngudi thudce trudng phdi cda éng trong lanh
dia ho thiét lap nén tai Crotona & mién Nam nuéc Y da tim ra nhiing dinh ly triv tvong dya trén
nhung céng trinh tng dung cla ngudi Ai Céip va Babylon ¢8 dai. Vi thé Dinh ly Pythagore la mét
sy m& réng nhirng mé t& Todin hoc cla ngudi Babylon vé the gisi hién thyc. Dinh ly nay néi rdng
dién tich cda mét thua rudng hinh vuéng ma canh cda né la canh huyén cda mét tam gidc vudng
s& bdng tdng dién tich cda hai thira ruéng hinh vuéng khédc ma canh cba ching léan luot la céc
canh géc vudng cda tam gidc vudng dé. Dinh ly Pythagore cé nhitng y nghia quan trong trong
hinh hoc, viné cé thé duoc st dung dé xdc dinh khodng céch ngén nhét gitra hai diém trong
khong gian Euclide. Trong khéng gian nay, khodng céch gitra hai diém la d6 dai cda doan thédng
ndi hai diém &y (ngdy nay néu ta biét hiéu s& hoanh dé cia hai diém va higu s8 tung doé cla ching
thi khodng céch ngén nhét gitra hai diém dé s& bdng cdn bdc hai cla tdng céc binh phuvong céc
hiéu s& d6). Nhirng ngudi theo truong phdi Pythagore con di xa hon va khdm phé ra sé vé ty. Ho
nhén thdy rang hai canh cla tam gidc vudng bang nhau, thi canh huyén s& la mét con 8 ky la:
cén bac hai cda 2. D6 la s6 vo ty: khéng thé vigt né dudi dang mét ty sé gitra cdc s8 nguyén. Viéc



khém phd ra nhitng con s& méi khéng thé hiéu ndi va khdng cé mét y nghiia ndo tuong ng véi the
gi6i hién thyc da dén truong phdi Pythagore t6i nhirng linh vyc Todn hoc duoc phét trién manh
mé trong thai dai cla ching ta ngay nay.

Todn hoc 1i&p tuc sy phdt trién cla né, hai thé ky sau Pythagore, Euclide thanh Alexandria da viét
cudn Co s& (Elements) — mot bo séch gom 13 tép duoc coi la cudn gido khoa vi dai nhét tr trudce
t6i nay. Céc tap cba cudn Co s trinh bay todan bé ly thuyét hinh hoc — mét ly thuyét dén dét sy
nghién ctu Todn hoc trong sust 23 thé ky cho dén thai dai cia ching ta. Hinh hoc Euclide la mét y
dé triru tuong héa cac khai niém vé khéng gian vét ly véi muc tiéu su dung cdc tién dé, dinh dé,
dinh ly d& khdo sét cac tinh chét chi y&u cia khéng gian ma nhiing nguai trong thai ¢8 dai nght
rang dé la khéng gian duy nhét.

Truée hét, Euclide dinh nghia nhirng yéu t8 co bén cia hinh hoc nhu diém, duong thdng, mét
phdng — nhiing khdi niém quen thudc véi bét ky ai da theo hoc chuong trinh hinh hoc so céip ngay
nay. Sau dé Euclide néu nén 5 tién dé chd yéu:

1) Qua hai diém chi v& duoc 1 duong théng;

2) Mét duong thédng c6 thé kéo dai mai mai;

3) Cé thé vé& duoc mét duang tron néu biét tam va ban kinh cda né;

4) Moi géc vudng déu bdng nhau;

5) N&u mét duong thdng cét hai duong thdng khdc tao nén nhiing géc cung phia c¢é t8ng nhé hon
1800, thi hai duong thdng nay kéo dai s& cét nhau & phia cé hai géc trong cé tdng nhd hon 1800.

Cdc ménh dé, hodic dinh ly, trong quyén thi nhét cia Euclide ban vé tinh chdt cda duang thdng va
dién tich cda hinh binh hanh, tam giéc va hinh vuéng. Trong khi Euclide chi yéu sv dyng 4 tién dé
dau tién trong céc chiing minh, tién dé 5 khéng hé dugc su dung trong bat ky chirng minh ndo.
Diéu dé cho thdy ngay rdng céc dinh ly ca dng van cé gid tri néu tién dé 5 bi logi bé hodic thay
the bdng mét tién dé khac phu hop véi 4 tién dé kia. Méc du cusn Co s& da trd thanh cudn séch
phd bién réng rdi, mét cusn séch da &nh hudng dén tu tudng Tay phuong trong suét hai thién
nién ky, tinh chdt tinh t&€ va bi mat cla tién dé 5 van lam déy lén nhung céu hdi dai déng trong y
nghi cba céc nha Todn hoc. Ngay cd céch phdt biéu cda tign dé 5 cing that la ling cing trong khi
4 tién dé kia déu ngdn gon suc tich va rd rang thitién dé 5 qua dai dong. Dai véi nhigu ngudi, tién
dé 5 c6 vé nhu la mét dinh ly phéi dugc chirng minh thay vi mét sy that hién nhién.

Tién dé 5 c6 mot s8 cach phdt bigu tvong duong. Mét la tién dé Playfair[1], néi rdng qua mét
diém cho truéc khong ndm trén duong thdng cho truéce chi cé duy nhat mét duang thdng song
song véi duong thding da cho. Céch phdt biéu khéc tvong duong véi tién dé 5 la tdng ba géc cla
mét tam gidc ludn bang 1800. Céch phdt bigu nay la mét hé quéd cla tién dé 5 va la cach phat
biéu d& nhé nhaét.

Ngay ti khi cudn Co s& méi ra doi, cdc nha hinh hoc da ngd vuc sy céin thiét cda tién dé 5 hodc
tham chi nghi ng& tinh hign nhién ding cta né trong toan bd ly thuyét nay. Nguoi ddu tién cé
nhirng nhén dinh quan trong vé Euclide ld mét nha hinh hoc, ma nhe éng ching ta méi duoc biét
kha nhiéu vé lich st cia cudn sdch nay. Nguoi dé la Proclus (410 - 485), mét triét gia, nha Todn
hoc va st hoc Hy Lap thé ky thi 5. Theo Proclus, Euclide séng duéi triéu dai cda vuong quéc La
M thi nhét tai Ai Cép, tic triéu Ptolemy |, va chinh nha vua nay da viét mét cudn sach ban vé tién
dé 5 rdc réi cda Euclide, trong dé tim céch ching minh tién dé 5 dya trén 4 tién dé kia. Day la mét
& gdng déu tién, théng qua céc ngudn lich si, ma ching ta duoc bigt vé y d6 chirng minh tién dé



5 nhu mét hé qud cda bén tién dé dau tién cda Euclide.

Khi trinh bay lich st céng trinh cba Euclide, Proclus da nhan dinh rét chinh xdc réng nhitng ching
minh cUa Ptolemy thyc ra dé s dung mét gid dinh khdc tvong duong véi tign dé 5: qua mét diém
khong ndm trén mot duong thdng chi cé thé ké duoc mét duong thdng song song véi duong da
cho (chinh la tién dé Playfair da néi & trén). Do dé Ptolemy dé cho rdng ching minh cla minh da
ching 16 tién dé 5 |a thira. Nhung thyc ra chirng minh cia éng sai (vi s dung mét tién dé khdc
tvong duong véi tién dé 5).

Khoa hoc A Réip né rd vao thoi Trung c8, sau khi nén véin minh vi dai cda Hy Lap <8 dai khéng con
nira, va truée khi Au chau tinh lai tir béng 18i trong nhiéu the ky. Omar Khayyam (1050 - 1122),
ngudi duoc phuong Tay biét dén vi tho ca, ciing dong thoi la mét trong céic nha Todn hoc néi bat
vdo thiroi cda éng, da viét cudn sdch nhan dé Algebra (Dai s8). Trong céc thé ky truéc dé con hai
hoc gid khéc ngudi A Rap va Ba T ciing theo dudi nghién ctu Todn hoc: Al-Khowarizmi (thé ky
9) va Al-Biruni (973 - 1048) ciing ¢6 nhiéu nghién ctu vé ly thuyét dai s6. Khi Omar Khayyam
ch&t nam 1122, khoa hoc A Rép dang trong tinh trang xudng d&c. Tuy nhién, tai Maragha (Iran
ngdy nay) d& c6 mét nha Todn hoc tai ndng phi thuong: Nasir Eddin Al-Tusi (1201 - 1274), con
goi l& Nasiraddin. Nasiraddin l& mét nha Thién van cda Hulagu Khan, chdu cda nha chinh phyc
huyén thogi Genghis Khan (Thanh Céat Ty Héin) va la anh em cda Kublai Khan. Nasiraddin bién
soan mét di bdn cdc cang trinh coa Euclide béing tigng A Rap v mét luan dé vé céc tign dé cda
Euclide. Gidng nhu céc nha Toén hoc ¢8 dién tién bai cing nhu hai nha Toan hoc A Rap truéc
éng, éng cling nghi ngd tién dé 5 cia Euclide.

Nasiraddin l& hoc gid déu tién nhan thdy tam quan trong cda mét tién dé khéc tvong duong véi
tién dé 5 cla Euclide: t8ng céc géc trong mét tam gidic bdng 180 dé. Nhu nhitng nguai di truéc,
Nasiraddin ¢8 géng chirng minh tién d& 5 réc réi cda Euclide chi la hé qud cia bén tién dé trudc
né. Va cling nhu nhiing ngudi di truée, Nasiraddin thét bai.

Cubn séch kinh dién coa Euclide duoc nghién ciu réng rdi trong the gisi A Rép, dén t6i nhing
cudc thdo luén rdt tri tué vé cudn sach, bao gom viée thdo luéin vé tién dé duoc song song (tic tién
dé 5), nhung chéu Au khéng biét diéu dé. Trong nhitng ndm 1100 déu tién, mét nha du lich nguai
Anh tén la Adelhard of Bath (1075 - 1160) dé thuc hién mét cuée hanh trinh tir Tigu A dén Ai Cap
va Béc Phi. Ong hoc tiéng A rép trén dudng di, sau d6 cdi trang nhu mét ngudi theo hoc Héi gido
r6i vuot qua eo bién Gibralta dé dén Tay Ban Nha thuéc Ma R8c[2]. Adelhard di téi Cordova
khodng n&m 1120 va nhén duoc mét ban sao cudn Co s& béing tigng A Rép. Ong bi mét dich
cudn séch cda Euclide sang tiéng Latinh, ma méing lén né qua déy Pyrenees dé vaio chdu Au Thién
Chia gido. Bang con duang dé cudi cing cudn sdch cia Euclide da dén véi phuong Tay. N6
duoc sao chép va dén tay céc hoc gid, tri thic, va chi dén loc nay ngudi phuong Tay méi duoc
biét nhitng nguyén ly nén tang cda hinh hoc ma ngudi Hy Lap da biét ty mét thién nién ky ruai
truée d6. Khi ky thudt an lodt ra di, mét trong nhitng cudn séch dau tién duogc in duéi dang chiv
rép khuén la cudn Co sé. Khi cudn séch cia Euclide dugc cong b & Venice nam 1482, d6 1 mét
bén dich ra tigng Latinh tir véin ban A Rép do Adelhard mang lén. Mai d&n nam 1505, ciing tai
Venice. Zamberti méi céng bd mét di bdn cda cudn Co sé& duoc dich tr véin ban Hy Lap, do Theon
thanh Alexandria ghi chép i thé ky thi 4.

Na&m trém ndm da tréi qua ké tir cdng trinh cia Nasiraddin vé tién dé 5, nhung trong sudt nhirng
the ky nay Todn hoc phuong Tay dat duoc rét it tién bs. Thoi Trung c8 khéng phdi la mét thoi ky
t6t dep ddi véi Todn hoc hodc khao hoc va van héa néi chung. Mét the gidi rdi ren trong nhiing



cudc xung dét trién mién va bi bénh dich hoanh hanh khéng phdi la ché dé theo dudi tri thie va
nghé thuat. Nhung ném 1733, mét quyén séch nhd duoc viét bang tiéng Latinh dugc xudt ban &
Milan. Déu dé cda né la Euclides ab omni naevo vindicatus (Vit bd moi thi€u xét trong hinh hoc
Euclide). Téc gid cudn séch la mét thay tu dong Jesuit tén la Girolamo Saccheri (1667 - 1733).
Cudn sach duoc cong bd vao ding ném tac gid chét, nhung dé khéng phdi la mét mat mét duy
nhét ddi véi xa hoi: cudn sach mang tinh dét phd nay 18 ra dé sém lam thay dsi nhan thie hinh
hoc cia nhén logi, nhung tiéc thay né van bi chim khuét trong sy léing quén cia ngudi doi dén
hon mét trédm n&m sau. Mdi dén ndm 1889 né méi ngdu nhién dugc phét hién sau khi ba nha
Todn hoc da céng bé nhirng khdm phé déc lap cda ho - nhitng khdm phd lam thay déi hinh hoc
va céch gidi thich hinh hoc. Ba ngudi dé la Gauss, Bolyai, Lobachevsky.

Trong khi gidng day vé nghién cu Triét hoc tai cac hoc vién Jesuit tai Y. Girolamo Saccheri doc
cudn Co sé. Saccheri bj chinh phyc manh mé& béi phuvong phép chirng minh logic duoc goi la
reductio ad absurdum (phuong phdp phén chirng) ma Euclide dé s dung. Phuong phdp nay
duoc dp dung réng rdi trong Todn hoc ngdy nay, bét ddu bdng viéc gid dinh diéu nguoc lai véi
céi can phdi ching minh, sau d6 qua mét s& budce suy luén logic lién tiép, ngudi ta hy vong thu
duoc két qué mau thudn. Tinh mdau thuén s& ching 14 rdng gid dinh ban déu la sai, va do dé
ching 1 diéu nguoc lai la dong, va dé la diéu phdi ching minh[3]. Saccheri da biét rd cong trinh
ca Nasiraddin nua thién nién ky truéc déy va nhiing ¢8 gdng cla éng trong viéc ching minh tién
dé 5 cia Euclide tr bén tién dé kia. Lic nay Saccheri ndy ra mét y tuéng xuét séc, dé la dung
phuong phdp reductio ad absurdum d& tén cong vaio myc tiéu chimg minh tién dé 5, mét myc tigu
da ¢4 tir xa xva. Ong quyét dinh si dung phuong phdp éng va thich dé chung minh. D& lam diéu
dé, éng phdi gid su tién dé 5 cda Euclide khéng phdi | két qué cia bén tién dé kia, ma la mét tién
dé sai. Dén lic do, Saccheri da thudc lau tién dé 5 cia Euclide va biét rd nhirng né lyc chirng minh
tign dé dé trong lich su, bang ching la bén thén 6ng da chi ra sai lém trong ching minh cda
Nasiraddin, cling nhv sai lém trong chimg minh ném 1663 cia John Wallis (1616 - 1703) tai Dai
hoc Oxford.

That vay, Saccheri da gid su tién dé 5 sai, va hy vong tim thdly méu thudn. Nhung t6i ng chéng
tim thdly méu thudn ndo cd, ma nguoc lai chi thu duoc két qud khéc thuong: cé thé cé hon mét
duong thdng di qua mét diém cho trudc song song véi mét duong thdng cho trude. T dé
Saccheri di dén ba két luan kha di, dugc phét bigu dudi dang tvong duong véi tign dé, vé tong
céic géc trong mét tam gide. C& ba céch phét bigu dé déu phu hop véi bén tign dé déu tién cla
Euclide, cach phdt bigu the nhét ddn dén mét hé théng trong dé t8ng ba géc trong mét tam gidc
bdng 1800 (ddc diém Euclide, theo cdch néi ngay nay), céch th hai tvong Gng véi téng ba géc
trong tam gidc nhé hon 1800, céch tht ba tvong Ung véi t8ng ba géc trong tam gidc lén hon
1800. Ngay nay ching ta da biét rang hai truang hop sau la hai hé théng khéc nhau cia hinh
hoc phi-Euclide, méi hé thang déu hop ly vé mat logic néi bd va ¢é gid tri vé mat Todn hoc. Ching
the hién quan diém vé nhiing the gisi khéc. Saccheri thu duoc mét 8 két qué quan trong bén
trong nhiing hé thdng nay. Nhung 6ng khéng hé biét rdng dé chinh la nhitng khdm phé méi, va
viéc chémg minh tién dé 5 bang phdn ching thét bai don gidn chi vi hé théng gid dinh cia 6ng
thuc ra khéng hé sai — thyc ra ching hoan toan chinh xéc vé mat Todn hoc! Tré tréu thay, dén loc
nhirng sy that ndy duoc cac nha Todn hoc cdng nhan thi Saccheri da vinh biét the gisi tir lau rdi.

Tién dé 5 cla Euclide, mét tién dé thach dé va lam that vong nhiéu the hé céc nha Todn hoc ké tir
ngdy Euclide dua né vdo trong séch cla dng, thyc ra ong da géi ghém bén trong né quan diém



cho raing thé gisi la mét hinh phdng hoan hdo. Trong mét thé giéi nhu thé, nhitng duong thédng
ton tai va ching cé thé kéo dai vé han, va du kéo dai dén déau chdng nira ching vén luén théng,
chding hé cong ti ndo[4]. Hay tudng tvong mét mat rét phdng, trén mét phdng ndy, qua mét diém
cho truéc khong ndm trén mét duong théng cho trudce ¢ thé vé duoc mét duong thdng song song
véi duong thdng da cho. Nhitng duang song song cé thé kéo dai mdi mai dén vé tan nhung
khéng bao gio ching géip nhau. Trén mat phdng ndy, tdng céc géc trong mét tam gidc bdng 180
do. Bay gio tudng tuong mét phdng cia ban nhuy mét miéng cao su phéng, va dudi né cé6 mét qué
céu lén doi lén, ddy mdt cao su tir dudi [én trén. Mat cao su s& bi cong theo bé méit clia qud cdu va
dén dén bién thanh mét cu. Diéu gi s& xdy ra déi véi céc duong thdng song song kéo dai?
Chong ciing s& bi cong trén mét cdu va co xu huéng s& gép nhau & phia kéo dai. Trén mat cau
khéng cé nhitng dudng tron lén khéng cdt nhau. Va & day, téng ba géc trong mét tam gidc sé lén
hon 180 d6. Hay tvdng tuong mét tam gidc trén mét mat dia cdu véi mét dinh ndm & Béic cuc va
hai dinh kia ndm trén duong xich dao. Hai canh bén la hai kinh tuyén 1an luot di qua hai dinh
ndm trén xich dao. Géc gitra méi kinh tuyén véi duang xich dao bdng mét vuéng, tic 90 dé. Do
dé trong tam gidc dang xét, hai géc ké ddy (xich dao) c6 tdng bdng 180 do. Vithé néu cong thém
goc gitra hai canh bén (kinh tuyén) thi tdng ba géc s& lén hon 180 db.

Con dudng phdt trién cda hinh hoc phi-Euclide sau nay thyc ra dé I&p lai nhirng viéc Saccheri da
lam. N&u nhu Euclide ¢6 dip d&ng trén mi Perpetua va nhin thdy Tréi Bét hinh cdu thi sy phat
trién cba hinh hoc c6 thé da hodan toan khdc (ciing cé thé ng da biét rang Trdi Dét hinh cdu nhung
éng khéng nhdn thire duoc tém quan trong cia sy thét nay).

Trong khéo sét & trén, mé&t phdng nguyén thdy cla ching ta bi bién dang thanh hinh cdu béi mét
quéd cdu ddy né tir dudi lén. Nhung ciing c6 thé lam cho mét phédng bién dang theo kigu
hyperbolic, bang céch &n né & gitra triing xuéng va cdng cdch phia xung quanh sao cho dp sat
vao mét mét yén ngua. Trén mdt yén ngua ndy, cé mét s& vé han cdc duong “thdng” song song
véi mét duong thdng cho truéce di qua mét diém cho truéc khong ném trén duong théng da cho.
O day, tam gidc s& 6 dang: t8ng ba géc cda né nhé hon 180 ds.

Saccheri da di vao the gidi ky la nay mét céch vo thic ngay truédce khi 6ng chét. Nhung yéu t6
quan trong trong cd hai truang hop trén, mét cdu va mét hyperbolic, la & chd mat phéng da bi
bién dang. Hay tudng tugng trén mét mat ban da rong rdi ¢é ba chige cdn cau bang thép gén
chym ddu ting déi mot détao thanh mét tam gidc. Mét nguoi ndo dé dét Iba dudi mat ban. Stc
néng cta lba s& lam bién dang céc cdn cau trén mat ban, va tam gidc s& bign ddi: cdc can cau s&
con vinéng — céic géc cong lai s& khong bang 180 do nira. Chinh Albert Einstein hai thé ky sau da
st dung thi dy ndy d& mé té ban chét phi-Euclide cda khéng gian vét chét.

Daéu thué ky 19, Karl Friedrich Gauss (1777 - 1855), mét thién tai ngudi Dic da cé nhitng déng
g6p phi thuong cho khoa hoc, la guong mét tigu biéu cda thé giéi Todn hoc. Gauss da danh hang
chyc ndm d& ngdm nghi suy tudng vén dé tién dé 5 cia Euclide. Gauss viét rdt nhiéu cong trinh
quan trong, nhung lai cdng b rét it vé bai toan thach dé cda Euclide, mac du éng da t6n rét nhiéu
thi gi& va stre lyc cho né — ching ta chi biét tv tuvdng cba éng vé hinh hoc théng qua cdac thu tr
trao dSi ma théi. Qua nhirng thu tir nay ta biét rang Gauss hiéu r viéc ddo nguoc 5 s& dan dén
nhing hinh hoc phi-Euclide.



Trong thoi gian hoc tai Dai hoc Gottingen danh tiéng, Gauss da két ban véi mét sinh vién khoa
Todn nguoig Hungary la Farkas Bolyai (1775 - 1856). Gauss va Bolyai cé hai déu danh nhiéu thi
gio dé thu ching minh tién dé 5 cta Euclide. Ném 1804, Bolyai nghi rdng 6ng dé tim ra mot
chéng minh va viét né thanh mét bén thdo ngén réi 6ng gui bén thdo ndy cho ngudi ban hoc ¢
cba minh. Tuy nhién, Gauss nhanh chéng tim thdy mét sai lam trong chiing minh nay. Khéng chiu
khudt phyc, Bolyai tiép tuc nhitng nd lyc cda minh va vai ndm sau lai gui cho Gauss mét chirng
minh khac. Chéng minh nay cing sai nét. Trong khi lam mét gido su, mét nha viét kich, mét nha
tho, mét nhac s, va mét nha phét minh, Farkas Bolyai vén tiép tyc nghién cdu Todn hoc trong suét
cudce doi cha 6ng bét chéip nhitng ¢ gding that bai trong viéc chirng minh tign dé khong thé ching
minh duoc nay. Ngay 15 thadng 12 nédm 1802, con trai cda Farkas ra d&i, dé la Janos Bolyai
(1802 - 1860). Farkas vigt mét b thu gui Gauss véi tam trang rdt phdn khéi dé khoe viéc sinh
con trai: “mét thdng bé khde manh va rét xinh xén véi nhitng vu diém troi cho: téc va may den,

doi mét xanh thdm ryc séng 1&p lénh nhy hai vién chau béu”.

Janos |én |én va duoc b day Todn. Anh dé ndm bét duge méi bén tam cia éng bé vé tién dé 5
cUa Euclide va ciing khét khao ching minh tién dé dé t& nhirng tién dé va dinh dé khdac cia
Euclide. Nam 1817, chang Bolyai tré dé vaio Hoc viéc ky su hodng gia tai Vienna, noi anh da
céng hién rét nhiéu thoi gian dé theo dusi muyc tiéu say dém cla dng bé la chirng minh tién dé 5.
Pén luc d6, mac du 6 géng mét cach that vong, bé anh vén phdi viét thu khuyén can anh ding
nén lang phi thoi gian véio mét bai todn bat kha da ting lam tiéu hao qué nhiéu cdng sic cda éng.

Nhung céu con trai khéng dao déng truée 1o khuyén dé. Anh tigp tyc theo dudi myc tiéu cia minh
mét cach néng nhiét, hy vong chudc lai nhitng ¢8 géng thét bai cia éng bé trong nhiéu thép ky.
Nam 1820, Janos Bolyai di dén mét két luanddng kinh ngac. Thay vi cé thé chtng minh nhy mét
hé qud cda phén con lai cba hinh hoc Euclide, tién dé 5 la canh cng dén téi mét khu vuon ky
diéu: mét Khoa hoc Tuyét déi vé Khéng gian, nhu Bolyai goi né, trong dé hinh hoc Euclide chi la
mét trudng hop déic biét.

Bolyai xudt phét tr céch phét bigu Playfair cia tién dé 5, rang qua mét diém cho truéc & ngoaii
mét duong thding cho trude chi cé thé ké duoc 1 duong thdng song song véi duong théng da cho.
Sau dé Bolyai gid su tién dé nay khéng ding. Gid dinh nay cé nghia la, anh két luéin, hodic khéng
c6 duong thdng ndo song song véi duong thdng da cho, hodc cé nhiéu hon mét duong théng
song song véi duong thdng da cho. Gid dinh tht nhdt khong xdy ra vi cé the chirng minh qua mét
diém cho truéc, bao gior ciing c6 thé k& it nhdt mét duong thdng song song véi duong théng da
cho, va chi ¢6 gié dinh thi hai ¢6 thé coi la mét bién ddi kha di dai véi tign dé 5 cda Euclide. Va
néu qua mét diém cho truée khéng ndim trén mot duong thédng cho trude ¢ hai duong théng song
song véi duong thdng da cho thi s& c6 vé s8 duong thdng nhu the.

Nhiing két qud rdt ra tr gid s ndy lam cho chang Bolyai tré tudi ngo ngéc. Hinh hoc méi cda anh
c’ the ma phdt trién khong hé cé mau thudn, khéng gdp phdi tré ngai ndo, ¢t nhu thé chinh Chia
déi c6 y dinh d& cho hinh hoc khéng gian phdi tuén theo con duang phi-Euclide méi la déng kinh
ngac ndy. Vé&i mét cdm hing ddc biét, anh nhan thdy rang cé nhiéu ménh dé xudt hién ma chéng



lién quan dén bét ky mét gid dinh ndo vé duong song song, va do dé ching tré thanh phé bién
dai véi it cd moi tht hinh hoc c6 thé 6 Euclide va phi-Euclide. Nhitng ménh dé nay cha dyng
ndi dung chd y&u vé bén chét cia khong gian. Ném 1823, Bolyai, lic dé méi 21 tudi, viét thu cho
bé rding “Con dd séng tao ra mét vis try méi ky la tir con s8 0.

Cudi cung, éng bé thé hién sy Ung hd bang céch cho ddng céng trinh khai phd cla con trai dudi
dang mét phy lyc trong cudn séch cda éng nhan dé ngdn gon la Tentamen, xudt bdn nam 1832.
Gauss, sau khi doc cudn séch cda hai cha con Bolyai, da binh luén rang bén than éng da di dén
nhirng két ludn tvong ty trong sudt ba thép ky rudi suy nght vé van dé tién dé 5. Nhung con mét
nha Todn hoc khéc ciing di dén nhiing két luéin tvong ty. Dé la Nicolai Ivanovich Lobachevsky
(1793 - 1856), 18t nghiép Dai hoc Kazan ném 1813, mét dai hoc ndm céch Moskva 400 dém vé
phia day nui Ural. Sau nay éng tré thanh gido su, réi ndm 1827, hiéu trudng trudng nay. Nho
nhiing nghién cGu cla minh, Lobachevsky tré nén néi tiéng nhu mét “Copernicus cda hinh hoc”.
Hodn toan déc 1ap véi Bolyai, hinh hoc Lobachevsky ciing xuét phét tir viéc logi b tién dé duong
song song, tao nén mét cudc cdch mang déi véi hinh hoc. Bau nhitng nam 1800, khi céc cong
trinh cUa Bolyai, Lobachevsky va Gauss da duoc moi nguoi biét dén, mét s& nha Todn hoc da goi
hinh hoc mé&i phi-Euclide nay l& astral geometry — hinh hoc cda nhitng ngdi sao, mac du khéng ré
tai sao lai cé cdi tén nhu the[5].

Trong hinh hoc Bolyai-Lobachevsky-Gauss, tdng ba géc trong tam gia khéng bdng 180 dé. Va
mét vong tron trong hinh hoc nay khéng phdi ld mét vong tron théng thudng (mang tinh Euclide)
trong cudc séng hdng ngay: & day, ti 1& gitra chu vi cla vong tron véi duong kinh cia né khong

con la sé Pi nta.

Dong tv duy cda Einstein di theo mét con duong khéi déu ti “Y nghi hanh phic nhét” trong doi
éng. Ngay tir khi con & S& cép bdng sdng ché Thuy Si, éng da tién hanh mét trong nhing thi
nghiém ndi tiéng cda minh. D6 la mét vong tron quay trong khéng gian. Tam cla vong tron ¢
dinh, nhung duéng bién chu vi cda né quay tron rét nhanh. Einstein so sénh xem diéu gi xdy ra
trong mét s& hé quy chiéu, mét céng cy tiéu chudn dng da st dung trong qud trinh phdt trién
Thuyét tvong déi déic biét. S& dung Thuyét tvong ddi ddc biét cda minh, Einstein két luan rdng
dudng bién cda vong tron sé bi co lai khi quay. C6 mét lyc téc dong [én duong bién cia vong tron
— lyc ly tam — va téc déng nay tuong ty nhu tdc déng cia lyc hdp dan. Nhung chinh sy co dnh
huong rdén duong bién cia vong tron lam cho duong kinh khéng thay dsi. Do dé, Einstein két
luéin, mét két luan lam chinh ng phdi ngac nhién, rdng ti & gita chu vi va duong kinh cda né
khéng béng Pi niva. Ong suy luén réng trong sy hién dién cia lyc (hodc truong) hép dén, hinh
hoc cda khéng gian | phi-Euclide.

[1] John Playfair (1748 - 1819), nha Todn hoc nguai Scotland. Céch phét biéu tign dé cia 6ng tré
thanh phd bién va hién nay duoc hdu hét sach gido khoa hinh hoc trén thé gisi s dung, ké cd Viét
Nam. Ti dé6 tién dé 5 cOa Euclide thuong duoc déng nhét véi tén goi Tién dé duong thdng song
song.

[2] Tay Ban Nha bj Ma R&c x&m chiém tr nhiing ném 700 va théng tri vai trdm ndm tiép theo. B&t
déu tir nhirng nédm 1000, nhén dan Tay Ban Nha méi néi lén danh dudi ngudi Ma Réc ra khéi be
cdi, v& mdi dén ndm 1492 cudc déu tranh gianh déc l&p cia ngudi Tay Ban Nha méi hodn todn



théng loi.

[3] Mét thi dy dai s& don gidn cda chirng minh phén ching la bai todn chimg minh cén béc hai
cba 2 la s6 v ty, nghia la cén béc hai cda 2 khéng the vigt duéi dang phan sé cda hai s& nguyén.
Dé bét dau, gid st nguoc lai, nghia la ¢é nhitng s6 nguyén, a va b, ty s8 cla ching bdng cdn béc
hai cia 2. Do d6, a2 = 2b2. Khdng mét tinh t8ng quét, cé thé gid dinh rang hai s& nguyén dé la
nhirng s8 nguyén t3 cing nhau (khéng cé thira s6 chung dé don gidn). Néu a la 18 thi lap téc méu
thuan, vi 2b2 & mét s6 chdn (chi y: binh phuvong cia mét s6 18 la 18, binh phuong cia mét s&
chén la chén). N&u a chdn thia = 2¢, véi ¢ la mét s6 nguyén nao dé, khi dé ta c6 a2 = (2¢)2 =
4c2. Theo gid su ta cé 4c2 = 2b2, toc la 2¢2 = b2, suy ra b chén, va do dé a va b ¢é thira s6
chung l& 2, méu thuén véi gid dinh a va b nguyén 18 cing nhau

[4] Tinh v6 han cta duong thdng ném trong tign dé 2 cda Euclide. Cusi thé ky 19, nha Todn hoc
l6n ngudi Déc G.F.B.Riemann (1826 - 1866) ly luén rdng nhitng duong cla Euclide ¢6 thé coi la
khéng cé bién nhung khong phdi la vé han. Chédng han mét duong tron 1én trén mét cdu cé the
xem nhu mét dudng khéng cé bién nhung htru han

[5] Ném 1813, Karl Schweikart s dung thuat ngr néry dé mé té hinh hoc phi-Euclide cho mét
ngudi ban cia minh la Gerling, gido sv thién van tai Dai hoc Marburg, va la mét hoc tro cia
Gauss



